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Parry [Par60, Rny57] .
Markov ,
. Bridges [Bridges94, 61 ]
$x$ $d\in \mathrm{N}\cap[2,0)$ ,
$x$ \searrow
. . .— ,
$x$ , $x$ $d$ ,
$f$ : $\mathbb{R}_{c}arrow \mathrm{N}$ , x\in R $f$ (x) .$x$
. $f$ .
$\beta>1$
Markov $\grave{\text{ }}$ ,







$\frac{0}{1}$ $arrow$ $\frac{-1}{1}$ $\frac{1}{1}$ $arrow$ $\frac{-2}{1}$
$\swarrow$ $\nearrow$ $\swarrow$




, 1 1 $\mathbb{Q}$ $q$ ,
. $\mathrm{N}^{n}$ $\mathbb{Q}$ , $\psi$ : $\mathrm{N}^{n}arrow \mathbb{Q}$
, $q^{-1}\circ\psi$ : $\mathrm{N}^{n}arrow \mathrm{N}$ .
$\mathrm{N}^{n}$ $\mathrm{N}$
(n) (n) (n)
$\varphi$0 , $\varphi$ l , $\varphi$2 , $\ldots$









$\mathcal{U}_{n}$ : $\mathrm{N}^{n+1}arrow \mathrm{N}$ ; $(i, k_{1}, \ldots, k_{n})\vdasharrow\varphi_{i}^{(n)}(k_{1}, \ldots, k_{n})$
( , $\mathcal{U}$ $\mathcal{U}_{1}$ ) ,
$q\circ \mathcal{U}_{n}$ : $\mathrm{N}^{n+1}arrow \mathbb{Q}$
$\mathrm{N}^{n}$
$\mathbb{Q}$ Turing .
, , $\varphi_{i}^{(n)}$ $q\circ\{\rho_{i}^{(n)}$ (
$\varphi_{i}$ $q\circ\varphi_{i}$), $\mathcal{U}_{n}$ $q\circ \mathcal{U}_{n}$ ( $\mathcal{U}$ $q\circ \mathcal{U}$ ) . $f$
{ $f=\varphi_{i}$ $i$ .
$x$ $s$ : $\mathrm{N}arrow \mathbb{Q}$ , $n$
$|$x-s(n) $|\leq 2^{-n}$
, $x$ ( . $x\in \mathrm{R}_{c}$ ) 4 $\backslash ,$ $s$ $x$
.
$\beta>1$ , $z\in[0,1)$ $\beta$ $f$ : $[1, \infty)\cap$






\beta $>1$ $\beta$ , .
. , $\beta$ ,
.
1 $s$ : $\mathrm{N}arrow \mathbb{Q}$ $\beta\in(\mathbb{R}_{c}\backslash \mathbb{Q})$ . Turing
, .
: $n\in \mathrm{N}$ .
$\circ\cdot$ : $\beta>2^{-n}$ 0, $\beta<2^{-n}$ 1.
$\mathcal{T}_{\beta}$ :=“ $n\in \mathrm{N}$ ;
1. $2^{-n}$ .
2. $m=0,1$ , . . . ,
3. $|s(m)-2^{-n}|>2^{-m}$ 4 $\wedge$ . $m\wedge$ .
4. $s(m)>2^{-n}$ 0 , $s(m)<2^{-n}$ 1 .”
.
1 2\sim 3 .
, , ,
$|s(m)-2^{-n}|\leq 2^{-m}$ $(\forall m\in \mathrm{N})$
$. \cdot\cdot 2^{-n}=\lim_{marrow\infty}s(m)=\beta\not\in \mathbb{Q}$ .
$2^{-n}\in \mathbb{Q}$ .
$\mathcal{T}$ $n\in \mathrm{N}$ , $\beta>2^{-n}$ 0 , $\beta<2^{-n}$ 1
.
$f$ 1 , 1\sim 3 . 4 ,
3 ,
$|2^{-n}-s(m)|>2^{-m}$ .
, $s$ $\beta$ ,
$|\beta-s(m)$ $|\leq 2^{-m}$ .
, $\beta>2^{-n}$ ,
$|2-n-s(m)$ $|>2-m\geq|\beta-s(m)|\geq\beta-s(m)$ $>2-n-s(m)$
. $\cdot\cdot$ $s(m)>2^{-n}$ .
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$\mathcal{T}$ 0 . , $\beta<2^{-n}$ ,
$|s$(m)-2$-n|>2-m\geq|s(m)-\beta|\geq s(7l)-\beta>s(m)-2^{-n}$
. $\cdot\cdot$ $s(m)<2^{-n}$ .
$\mathcal{T}$ 1 .
.
1 $\beta\in(\mathbb{R}_{c}\backslash \mathbb{Q})\cap(1,2)$ , $h:\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$
, $i$ , $i$ $z\in[0,1)$ $\beta$
, $h$ (i) $z$ .
, , 2 . $\beta>1$ $\forall n\geq 0\exists N\geq 0$
$|z- \sum_{k=1}^{N}\varphi$i(k) $\beta^{-k}|=\sum_{k=N+1}^{\infty}\varphi$ i $(k) \beta^{-k}\leq.\sum_{k=N+1}^{\infty}\beta^{-k}=\frac{\beta^{-N}}{\beta-1}\leq 2^{-n}$.
, $N$ .
$n\geq 0$ $N$ Turing $\mathcal{T}$ . $\mathbb{R}_{c}$
. , $\beta\not\in \mathbb{Q}$ $B_{-1}^{-N},5^{(N}-arrow$ $\mathbb{R}_{c}\backslash \mathbb{Q}$
.
$\mathcal{T}=$ “ $n\in \mathrm{N}$ ; $m=0,1$ , $2,$ $\ldots$ ,
1. $\gammaarrow T-\beta_{--\frac{l}{1}}^{-n}$ .
2. $\deltaarrow \mathrm{g}_{7^{\frac{m+1)}{-1}}}^{-\mathrm{t}}$ .
3. $\gamma$ 1 Turing $\mathcal{T}_{\gamma}$ 0 , , $\delta$ 1
Turing 0 , .
4. 1 $m+1$ . 0
$m\wedge$ . ”
2Turing $\mathcal{T}$ .
$7-\mathcal{B}_{--\frac{m}{1}}^{-}$ ,5\models \leftrightarrow \vdash $\mathbb{R}_{\mathrm{c}}\backslash \mathbb{Q}$ , $\mathcal{T}_{\gamma}$ 0 $\mathrm{t}$,
$\backslash$ , $\mathcal{T}_{\delta}$ 0 .
1 $\mathcal{T}$ $N$ .
3Turing $\mathcal{T}$ .
3 $\mathcal{T}_{\gamma}$ 1 , $\mathcal{T}$ $N(n)=m+1$ , $\mathcal{T}_{\gamma}$
$\gamma=\frac{\beta^{-m}}{\beta-1}<2^{-n}$ ,
$|z- \sum_{k=1}^{N(n)}\varphi$i $(k) \beta^{-k}|\leq\frac{\beta^{-N}}{\beta-1}<\frac{\beta^{-m}}{\beta-1}<2^{-n}$ .
183
3 1 , $\mathcal{T}$ $N(n)=m+1$ , $\mathcal{T}_{\delta}$
$\delta=e_{\frac{-(m}{\beta-}\frac{+1)}{1}}<2^{-n}$ ,
$|z- \sum_{k=1}^{N(n)}\varphi_{i}(k)\beta^{-k}|\leq\frac{\beta^{-N}}{\beta-1}<2^{-n}$ .
1 s-m-n , $h:\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ ,
$\varphi$h(i)(n) $= \sum_{k=1}^{N(n)}\varphi$i $(k)\beta^{-k}$
. $i$ $z\in[0,1)$ $\beta$ ,
$h$ (i) $z$ .
. 1 $\beta$
.
2 $\beta\in(\mathbb{R}_{c}\backslash \mathbb{Q})\cap(1,2)$ , $h$ : $\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$
, $i$ , $i$ $z\in[0,1)$ $\beta$




$\beta$ $z\in[0,1)\}$ , ,
$\beta$ . $\beta>1$ $\beta$
, – .
2 , $z\in[0,1)$ $\beta$ $\beta\not\in...\mathbb{Z}$
.
2x\in R , $x$ , $x$
. Turing , ,
.
?hring $\mathcal{H}$ :
$\mathcal{H}$ :=“ $(b, i, n)\in \mathrm{N}^{3}$ (b, $i$ $\beta$ , z\in R ) ;
1. $\alphaarrow F^{\frac{1}{-\mathrm{I}}}$ ( $\alpha$ ).
2. $p=0,1$ , . . . ,
3. $\varphi_{a}(p)-2^{-p}>1$ 4 $\wedge$ . $p\wedge$ .
4. $z_{0}arrow z$ .
5. $k=1,2$ , . . . , $n$ ,
6. $wkarrow z_{k-1}\beta$ (wk $jk$ ).
194
7. $q=0,1$ , . . . ,
8. $\varphi_{j_{k}}.(q)-2^{-q}>1$ $\varphi_{j_{k}}(q)+2^{-q}<\varphi_{a}(p)-2^{-p}$ 9
$\wedge$ .
$q$ .
9. $\varphi_{j_{\mathrm{L}}}.(q)-2^{-q}>1$ $c_{k}:=1$ . }x*ck: $=0$ .
10. $z_{k}arrow w_{k}-c_{k}$ . $k\wedge$ .
11. $c_{n}$ .”
$H$
$H$ : $\mathrm{N}^{3}arrow \mathrm{N}$ . $\beta\in(\mathbb{R}_{c}\backslash \mathbb{Q})\cap(1,2)$
, $\beta$ $b$ 1 .
1 $i$ $z\in[0,1)$ , $n\geq 1$ $H$ (b, $i,$ $n$ )
(
.
2\sim 3 7\sim 8
$[]\mathrm{h}^{\mathrm{Y}}$ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .
2\sim 3: ,
$\varphi_{a}$(p)-2-p $\leq 1$ $(\forall p\in \mathrm{N})$
. $\cdot\cdot$ $\alpha=\lim_{parrow\infty}\varphi_{a}(p)\leq 1$ .
$\alpha=\frac{1}{\beta-1}>1$ .
7\sim 8: ,
\mbox{\boldmath $\varphi$} $(q)-2^{-q}\leq 1$
$\varphi_{j_{k}}(q)+2^{-q}\geq\varphi_{a}(p)-2^{-p}$ $(\forall q\in \mathrm{N})$ .
$qarrow\infty$ ,
$1\geq w_{k}\geq\varphi_{a}(p)-2^{-\mathrm{p}}$ .
3 $\varphi_{a}$ (p) $-2^{-p}>1$ .
2 $i$ $z\in[0,1)$ ,
$z= \sum_{n=1}^{\infty}H(b, i, n)\beta^{-n}$ .
$0 \leq z-\sum_{k=1}^{n}H(b, i, k)\beta^{-k}<\alpha\beta^{-n}$ $(\forall.n\geq 1)$










$0\leq z\text{ }<\alpha$ . ,
$\circ\leq z_{m}<\alpha$ $(0\leq\forall m\leq n)$
$m$ . $m=0$ ,
$0 \leq z<1<\frac{1}{\beta-1}=\alpha$
. $m-1$ . $m$ 9 $\mathrm{A}$
$\mathrm{a}$ ,
$c_{m}=\{$
1, $\varphi_{j_{m}}(q)-2^{-q}>1\emptyset\not\simeq \mathrm{g}$ ,
0, $\varphi_{j_{m}}(q)-2^{-q}\leq 1$ .
. , $\mathrm{c}_{m}=1$ ,
$\circ\leq\varphi_{j_{m}}(q)-2^{-q}-1$ $(\cdot.\cdot\varphi_{j_{m}}(q)-2^{-q}>1)$
$\leq w_{m}-1$ $(\cdot.\cdot|\varphi_{j_{m}}(q)-w_{m}|\leq 2^{-q})$
$=z_{m-1}\beta-1$
$\alpha\beta-1$ (.. $\cdot$ $0\leq z_{m-1}<\alpha$)
$=\alpha$ . $( \cdot.\cdot\alpha=\frac{1}{\beta-1})$
$z_{m}=w_{m}-1$ , $0\leq z\text{ }<\alpha$ . , $c_{m}=0$ .\acute
$0\leq z_{m-1}\beta$ (.. $\cdot$ $0\leq z_{m-1}<\alpha$ )
=w
$\leq\varphi_{j_{m}}(q)+2^{-q}$ $(\cdot.\cdot|\varphi_{j_{m}}(q)-w_{m}|\leq 2^{-q})$
$<\varphi_{a}(p)-2^{-p}$ (.. $\cdot$ $\varphi_{j_{m}}(q)-2^{-q}\leq 1$ 8 )
$\leq\alpha$ . $(\cdot.\cdot|\varphi_{a}(p)-\alpha|\leq 2^{-p})$
$z_{m}=w_{m}$ , $0\leq z\text{ }<\alpha$ . $m$ .
s-m-n , $h:\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ ,
$\varphi h(i)=H(b, i, \cdot)$ $(\forall i\in \mathrm{N})$
. 2 , $i$ $z\in[0,1)$ , $h$ (i) $[]\mathrm{h}z$
$\beta$ . 2 .
4 Bridges $\text{ }$ Computability: A mathematical sketch book






3( , ( ) ) 1. $X$ $\mathrm{N}$ , $N$
$X$ . $\mathrm{F}_{arrow}$ .
(a) $\mathrm{N}$ $\rho \mathrm{N}$ $\mathrm{N}$ .
(b) $\mathbb{Q}$ $\rho \mathbb{Q}$ $q$ .
(c) R $p\mathbb{R}_{\mathrm{c}}$ , $i\in \mathrm{N}$
$\rho \mathbb{R}(i)=x\Leftrightarrow\varphi$ i $x$
.
2J $\ominus:A_{1}\cross\cdots \mathrm{x}A_{n}arrow B(n\geq 0)$ [ ,
$n\partial 1$
$\theta$ : $\mathrm{N}\cross\cdots\cross \mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ , $(a_{1}, \ldots, a_{n})\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}(\ominus)$ )
$\rho A_{1}(i_{1})=a_{1},$ $\ldots,\rho_{A_{n}}(i_{n})=$ a , $(i_{1}, \ldots, i_{n})\in$ domain(\mbox{\boldmath $\theta$}) , ]
$\rho_{B}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}(i1, .. ., $i_{n})$ ) $=\Theta(a_{1}, \ldots, a_{n})$ ( $\theta(i_{1}, \ldots, i_{n})\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}(\rho B)$ ,
$\theta(i_{1}, \ldots, i_{n})$ .)
3. $f$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ , $x\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}(f)\}$ ,
$h$ : $\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ , $y\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}(f),$ $7l\in \mathrm{N}$ , ‘
$|x-y|\leq 2^{-h(}$.n) , $|f(x)-f(y)|\leq 2^{-n}$ | $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .
4. , $f$ , $h$ $x$
$|\mathrm{h}.*$ $\mathrm{A}\backslash$
. , $h$ : $\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ , $x,y\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}(f)$ ,
$n\in \mathrm{N}$ , $|x-y|\leq 2^{-h(}$n) , $|f(x)-f(y)|\leq 2^{-n}$ .
3 $(\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}-\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}-\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}-6\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n})$ $f$ : Rc\rightarrow R
.
Bridges , 4.28(70 )
4.28 $f$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ , R $\mathbb{R}_{c}$ , $\mathbb{R}$ ,
. , $f$ R .
, original . $\llcorner$ ,
$\grave{\grave{\backslash }}$
.
$\mathcal{K}$ recursive $\mathrm{r}.\mathrm{e}$ . , $\chi$ . $f$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$
.
4
$f(x)$ $=$ $\chi(0)$ , $(x\leq 0)$ ;
$f(m)$ $=$ $\chi(m)$ , $(m\in \mathrm{N})$ ;
.
187




$\forall x,$ $y$ [ $|x-y|<2^{-n}\Rightarrow|$f $(x)-f(y)|<2^{-n}$]
. , $f(\mathbb{R}_{c})\subseteq \mathbb{R}_{c}$ . ,
3 $f$ .
$f$ , $\theta$ : $\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ $3(2)$
. , $g:\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ $\varphi_{g(rn)}$ }g
$m\in \mathrm{N}$
. ,
$m\not\in \mathcal{K}$ $\Rightarrow$ 7 $(\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{z})=0$ $\Rightarrow$ $|\varphi$y$\circ$g$(m)(2)|$ $\leq$ $2^{-2}$
$m\in \mathcal{K}$ $\Rightarrow$ $f(m)=1$ $\Rightarrow$ $|\varphi$209(m) $(2)-1|$ $\leq$
$2^{-2}$
$f$ $f(m)=0$ $f(m)=1$ , Turing } Z.
.
“ $7n\in \mathrm{N}$ ;
1. $\mathcal{U}$ ( $\theta\circ g$ (m), $2$ ) $<1/2$ 0 .
2. $l\mathit{4}$ ( $\theta\circ q$ (m), $2$ ) $>1/2$ 1 .
”
Turing , recursive $\mathcal{K}$ $\chi$ , .
$\mathrm{b}^{\rceil}$
.
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